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Целью работы является решение задачи получения оценок эффективности многопорогового де-
кодера самоортогональных кодов для малых вероятностей ошибок. Актуальность задачи определя-
ется тем, что при вероятностях ошибки порядка 10–12 и менее оценка характеристик декодера с 
помощью моделирования из-за больших объемов эксперимента требует огромных временных за-
трат, а известные аналитические оценки оказываются слишком неточными. В работе предлагает-
ся комбинированный имитационно-аналитический метод оценки вероятности ошибки многопорого-
вого декодера, обеспечивающий получение оценок вероятности ошибки при заданном уровне шума на 
основе обработки статистики работы декодера при большем уровне шума. Представленные ре-
зультаты показали, что предложенный метод позволяет получить требуемые характеристики в 
сотни и более раз быстрее, чем при помощи компьютерного моделирования. 
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Введение 

Одной из основных проблем, с которой 
сталкиваются при разработке систем передачи и 
хранения данных, является проблема обеспече-
ния безошибочности передачи данных по кана-
лам с шумом. Для решения данной проблемы 
обычно применяются методы помехоустойчиво-
го кодирования, в разработке которых в послед-
ние десятилетия имеются значительные успехи 
[1]. Одними из наиболее эффективных с точки 
зрения соотношения эффективности и сложно-
сти реализации являются многопороговые деко-
деры (МПД) самоортогональных кодов (СОК) [2, 
3], которые всего лишь с линейной вычисли-
тельной сложностью обеспечивают близкое к 
оптимальному декодирование даже очень длин-
ных кодов.  

Для МПД к настоящему времени выполнен 
огромный объем исследований их эффективно-
сти в различных условиях применения [4-8]. Не-
смотря на это выбор и настройка параметров 
данного метода коррекции ошибок для обеспе-
чения заданных требований в конкретной систе-
ме передачи и хранения данных является слож-
ной научной задачей, в процессе решения кото-
рой исследователи для оценки характеристик 
применяемых методов вынуждены использовать 
компьютерное моделирование [9,10]. При этом в 

ряде случаев возникает необходимость проведе-
ния очень больших объемов эксперимента для 
оценки характеристик методов коррекции оши-
бок при низких вероятностях ошибки декодиро-
вания (10–12 и менее), требующихся в современ-
ных системах передачи и хранения данных [11]. 
Существующее программное обеспечение для 
исследования эффективности МПД не позволяет 
за приемлемое время выполнить подобное ис-
следование, а известные аналитические оценки 
оказываются слишком неточными, особенно при 
большом шуме в канале связи.  

Таким образом, актуальной становится за-
дача оценки эффективности МПД для малых 
вероятностей ошибки декодирования. 

Для решения этой задачи в работе предлага-
ется комбинированный имитационно-аналити-
ческий метод оценки вероятности ошибки МПД, 
обеспечивающий получение оценок вероятности 
ошибки при заданном уровне шума на основе 
обработки статистики работы декодера при 
большем уровне шума. 

Многопороговое декодирование 

МПД используется для декодирования бло-
ковых или сверточных СОК. Принципы работы 
МПД, используемого для декодирования блоко-
вого СОК с кодовой скоростью 1/2, заданного 
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порождающим полиномом g(x)=1+x+x4+x6, ил-
люстрируются схемой, представленной на ри-
сунке 1 [2]. Отметим, что МПД является про-
стейшим для реализации устройством, способ-
ным обеспечить предельно возможные скорости 
декодирования. 

 
Рисунок 1 – Схема МПД блокового СОК 

При работе МПД в двоичном симметричном 
канале (ДСК), в котором каждый бит искажается 
независимо от других с вероятностью p, на поро-
говом элементе для текущего декодируемого 
символа uj вычисляется функция правдоподобия 
Lj, зависящая от элементов синдрома sjk и соот-
ветствующего элемента разностного регистра dj: 

{ }jk j
j jk j

s S
L s d


  , 

где {Sj} – множество проверок (элементов син-
дрома) относительно ошибки ej в декодируемом 
символе uj. При превышении функцией правдо-
подобия некоторого порога (в общем случае 
равного половине числа слагаемых) осуществля-
ется изменение декодируемого символа, соот-
ветствующего элемента разностного регистра и 
участвующих в вычислении функции правдопо-
добия элементов синдрома. 

При работе МПД в гауссовском канале для 
текущего символа uj также вычисляется функция 
правдоподобия Lj. При этом элементы синдрома 
и элемент разностного регистра суммируются с 
некоторыми коэффициентами, отражающими их 
надежность: 
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где 
kj

w  – коэффициент, отражающий надеж-

ность проверки 
kj

s ; wj – коэффициент, отра-
жающий надежность принятого символа uj. В 
качестве оценок надежности принятых из канала 
символов можно использовать, например, лога-
рифм отношения правдоподобия. 

Постановка задачи 

В [2] показано, что МПД с каждым измене-

нием декодируемого символа приближает собст-
венное решение к решению оптимального (по 
максимуму правдоподобия) декодера. Для само-
ортогональных кодов, декодируемых с помощью 
МПД, известна оценка вероятности ошибки их 
оптимального декодирования в канале с АБГШ 
при использовании двоичной ФМ, определяемая 
в соответствии с выражением: 
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где d – кодовое расстояние; p – вероятность 
ошибки в канале (для ДСК); ES/N0 – отношение 
сигнал/шум (для канала с АБГШ); Q(x) – инте-
грал ошибок: 
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Отметим, что оценки вероятности ошибки 
оптимального декодера (ОД) являются нижними 
оценками вероятности ошибки МПД, поскольку 
он при каждом изменении декодируемого сим-
вола всегда строго приближается к решению оп-
тимального декодера. Вместе с тем данные 
оценки имеют приемлемую точность только для 
уровней шума в канале, когда МПД действи-
тельно способен работать как ОД.  

Типичное поведение графика зависимости 
вероятности ошибки для МПД показано на ри-
сунке 2 (кривая "simulate"). График условно 
можно разделить на три области. В первой об-
ласти (при большом шуме) МПД практически не 
уменьшает канальную вероятность ошибки, т.е. 
он оказывается неэффективным. Во второй об-
ласти – области «падения» вероятности ошибки 
(так называемая область водопада – waterfall 
region), вероятность ошибки быстро приближа-
ется к вероятности ошибки ОД (кривая 
"optimal"). В третьей области (области насыще-
ния вероятности ошибки – error floor region) 
МПД работает почти как ОД.  

Отметим, что для различных кодов и пара-
метров декодера сильно отличаются скорость 
уменьшения вероятности ошибки в области во-
допада и то, насколько МПД может приблизить-
ся к характеристикам ОД. Оценить эти характе-
ристики с достаточной точностью можно только 
при помощи компьютерного моделирования из-
за высокой сложности получения аналитической 
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оценки вероятности ошибки МПД для большого 
шума. В случае необходимости оценки уровня 
шума, при котором МПД смогут обеспечить ма-
лые вероятности ошибки (порядка 10–12 и менее), 
использование компьютерного моделирования 
оказывается затруднительным (зачастую и не-
возможным) из-за необходимости выполнения 
очень больших объемов эксперимента, которые 
могут потребовать месяцы или даже годы рабо-
ты современных ПК. Таким образом, целью ра-
боты является разработка метода оценивания 
данных вероятностей с приемлемой для практи-
ческих приложений точностью.  

 
Рисунок 2 – Типичная зависимость вероятности 

ошибки декодирования от отношения  
сигнал-шум для МПД 

Теоретические исследования 

Эффективность работы МПД в канале с не-
зависимыми ошибками в основном определяется 
тем, насколько часто на вход декодера поступа-
ют блоки с большим для него числом ошибок. 
Другими словами, эффективность декодера за-
висит от распределения числа ошибок в приня-
тых блоках. Отметим, что для канала с незави-
симыми ошибками всегда можно подсчитать ве-
роятность того, что в принятом из канала блоке 
будет заданное число ошибок. Данная вероят-
ность определяется биномиальным распределе-
нием: 
                     ( ) (1 )k k n k

nP X k C p p    . (1) 
Здесь n – длина кодового блока; p – вероят-

ность ошибки в канале с независимыми ошибка-
ми; k – число ошибок в блоке. 

Для примера на рисунке 3 представлен гра-
фик зависимости вероятности появления кодово-
го блока с заданным числом ошибок от числа 
ошибок в нем для кода длиной 1000 бит и веро-
ятностей ошибки 0,08 и 0,085.  

Отметим, что для больших длин кода (тыся-
чи, десятки тысяч битов) непосредственное ис-
пользование выражения (1) оказывается практи-

чески невозможным из-за переполнения разряд-
ной сетки ЭВМ при вычислениях. Поэтому вме-
сто (1) для интересующих нас длин блока и ве-
роятностей ошибки можно использовать при-
ближение Муавра-Лапласа: 
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Рисунок 3 – Зависимость вероятности появления 

кодового блока с заданным числом ошибок от 
числа ошибок в нем для кода длиной 1000 бит 

Отметим, что для этих графиков области 
числа ошибок, в которых блоки имеют большую 
вероятность, отличаются незначительно. Именно 
этот факт лежит в основе предлагаемого далее 
метода оценки вероятности ошибки декодирова-
ния МПД. 

Пусть имеется некоторый СОК и настроен-
ный на его декодирование МПД. Предположим, 
что вероятность ошибки оптимального декоди-
рования данного кода при интересующем нас 
уровне шума настолько мала, что оценить ее с 
помощью моделирования за отведенное время 
невозможно. Тогда можно выполнить компью-
терное моделирование системы передачи данных 
с МПД для несколько большего уровня шума 
(например, для шума, в котором вероятность 
ошибки декодирования составляет порядка 10-5) 
и при этом шуме получить оценки вероятности 
ошибки в принятом блоке после декодирования 
для каждого из полученных в процессе экспери-
мента числа канальных ошибок в блоке. Т.е. в 
результате этого эксперимента будут получены 
оценки для всех возможных k (если во время 
эксперимента не было блоков с k ошибками, то 
соответствующая оценка ( ) 0k

bP  ). 
Далее для интересующего нас шума (когда 

вероятность ошибки декодирования очень мала) 
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с помощью выражения (2) можно вычислить ве-
роятности Pk появления на входе декодера блока 
с k ошибками. После этого можно оценить веро-
ятность ошибки МПД при этом шуме как 

( )

0

n k
b k b

k
P P P


  . 

Эта оценка с большой вероятностью будет 
несколько заниженной, но, как показывают 
представленные далее результаты эксперимен-
тов, вполне приемлемой для оценки возможно-
стей МПД. 

Экспериментальные исследования 

На рисунке 4 представлены зависимости ве-
роятности ошибки декодирования МПД (кривые 
с пометкой simulate) и ее комбинированные 
оценки (кривые с пометкой estimate) в канале с 
АБГШ при использовании двоичной ФМ от от-
ношения сигнал-шум для кода с кодовой скоро-
стью R=1/2, длиной кода n=7210 и кодовым рас-
стоянием d=11 при использовании как жестких 
(кривые с пометкой hard), так и мягких (кривые с 
пометкой soft) решений демодулятора. При по-
лучении комбинированных оценок проводился 
компьютерный эксперимент, во время которого 
передавалось 1000, 10000 и 100000 кодовых бло-
ков. Уровень шума для жестких решений демо-
дулятора был равен 4,1 дБ, а для мягких – 3,2 дБ. 
Как и следовало ожидать, чем больше объем 
эксперимента при получении оценок, тем точнее 
получаемые оценки. Отметим, что и для жест-
ких, и для мягких решений демодулятора пред-
ложенный метод позволил получить хорошие 
оценки эффективности МПД при до 0,5 большем 
ОСШ, чем использовался при получении оценок. 
При использовании мягких решений демодуля-
тора точность полученных оценок меньше, но 
они все равно подходят для оценивания эффек-
тивности МПД при до 0,3 дБ большем уровне 
шума, чем использовался при их получении. 

 
Рисунок 4 – Зависимость вероятности ошибки  

декодирования и ее оценки от отношения  
сигнал-шум для кода с R=1/2 и d=11 

На рисунке 5 представлены зависимости ве-
роятности ошибки декодирования МПД (кривые 
с пометкой simulate) и ее комбинированные 
оценки (кривые с пометкой estimate) в канале с 
АБГШ при использовании двоичной ФМ от от-
ношения сигнал-шум для кода с R=1/2, n=32000 
и d=17 при использовании жестких решений де-
модулятора. При получении комбинированных 
оценок проводился компьютерный эксперимент, 
во время которого передавалось 1000, 10000 и 
100000 кодовых блоков. Уровень шума при по-
лучении оценок был равен 3,8 дБ и 3,9 дБ. Как и 
следовало ожидать, чем ближе ОСШ, при кото-
ром получается оценка, к ОСШ, при котором 
оценивается вероятность ошибки, тем более 
точную оценку можно получить. Отметим, что с 
помощью предложенного метода удалось опре-
делить начало области насыщения вероятности 
ошибки для МПД. 

 
Рисунок 5 – Зависимость вероятности ошибки 

 декодирования и ее оценки от отношения  
сигнал-шум для кода с R=1/2 и d=17 

Далее получим комбинированные оценки 
вероятности ошибки для уровней шума, при ко-
тором не удается получить оценки вероятностей 
ошибки с помощью компьютерного моделиро-
вания. Рассмотрим случай использования МПД 
для коррекции ошибок на флеш-памяти, обсуж-
даемый в [11]. В данной статье делается предпо-
ложение, что МПД для кода с кодовой скоро-
стью 3/4, длиной 32000 битов и кодовым рас-
стоянием 17 должен обеспечить почти опти-
мальное декодирование при вероятности ошибки 
в канале порядка 0,011..0,012. При получении 
результатов в данной работе был построен ана-
логичный код с такими же параметрами. Резуль-
таты его компьютерного моделирования, пред-
ставленные на рисунке 6 кривой simulate, полу-
чены за сутки работы ПК с процессором Intel 
Core i7. При этом для последней точки на выхо-
де декодера не было получено ни одной ошибки 
декодирования. Для оценки вероятности ошибки 
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при меньшем шуме использовался предложен-
ный метод. При этом статистика получалась при 
уровне шума, соответствующем 5 и 5,1 дБ, и по 
каналу передавалось по 10000 и 500000 кодовых 
блоков. Отметим, что данные оценки показыва-
ют, что МПД обеспечивает вероятность ошибки 
декодирования порядка 10–13 при вероятности 
ошибки в канале около 0,011. 

 
Рисунок 6 – Зависимость вероятности ошибки  

декодирования и ее оценки от отношения  
сигнал-шум для кода с R=3/4 и d=17 

Также отметим, что компьютерный экспе-
римент по получению оценки вероятности 
ошибки декодирования с помощью моделирова-
ния при вероятности ошибки в канале около 
0,011 мог занять в районе 100 дней, так как по-
требовал бы оценки вероятности ошибки деко-
дирования порядка 10–12, что требовало имита-
цию передачи по каналу хотя бы 1013 битов. 

Выводы 
В статье предложен комбинированный ими-

тационно-аналитический метод оценки вероят-
ности ошибки декодирования с помощью МПД. 
Представленные результаты экспериментальных 
исследований показали, что в результате исполь-
зования данного метода получаются удовлетво-
рительные по точности оценки. При этом время 
получения оценок для представленных примеров 
оказывается в сотни раз меньше, чем при ис-
пользовании обычного компьютерного модели-
рования. Отметим, что данный метод может 
быть адаптирован для оценивания эффективно-
сти декодеров других блоковых кодов.  

Работа выполнена при финансовой под-
держке Рязанского государственного радиотех-
нического университета и Российского фонда 
фундаментальных исследований. 
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COMBINED SIMULATION-ANALYTICAL METHOD FOR ESTIMATION 
OF ERROR PROBABILITY IN THE DIGITAL TRANSMISSION SYSTEM 
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The aim of this work is the performance of multithreshold decoder (MTD) for self-orthogonal codes es-
timation for low decoder error probability. The problem is relevant because of large volumes of the experi-
ment and huge time-consuming required for estimation of MTD bit-error rate via computer simulation in 
case with decoder error probabilities of the order 10-12 and lower. This article offers and describes combined 
imitation–analytical method for estimation of multithreshold decoder bit-error rate. This method provides 
estimation of bit-error rate for goal signal to noise ratio based on the statistics of bit-error rate in decoded 
blocks for higher signal to noise ratio. Presented results reveal that such method allows to receive goal re-
sults hundred or more times faster than using computer simulation. 

Key words: data transmission system, error-correction coding, multithreshold decoder, optimum decod-
er, self-orthogonal codes, computer simulation, estimation of bit-error rate, additive white gaussian channel. 
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